23.03.2%

Anw 1 lﬂ/o(‘ae g Wicolews Wel. ¢
He,u\'b

]:. kul"i}e kor-men"‘asrc, Z2UAm P&Yarao”lna
1. Tl\f;orb Recap

- Berher\c Whg eh und kmvehi’lbnm

= Bedingh. Webrschein lichkeil (Bagc.s)
B UMhLblhglbltU'}

— Zufallsvariablen

- Erwar"wngswu"
= 'mlil:ahwvuriulv(eh
- Berhw“iver"u'lunjl B.“"Ol‘v;olve_r"'&;‘“hy

- Geomehrische Verteil un 9
. ub una
ﬁ:_V‘, Kahoot

I. Pee'jf‘a AI:V\Q

AlM:L Wenn O{:L L.B&Mhb PerP_c“— isl"’ Lérml‘ ll\h
FC&QLULL aﬂ,lne.h ?



IL.Theory Eecap — Waheschelickket

L< @H 2 Versionen de~ Sielopor‘lm,L i Skript:

Saba 1,35, der hur Aussagen sber die Kandinalibit
€ ine~ Vtrt.ir\l"f,unj U A; hac,u'.
1=4

S 2.5¢ Aussagt e die n\*/alf\rschein“cl'\kei‘s —
Vefl‘b'luhj Von Q‘Au‘ .

AMS 1.5 .I.Dl&‘* 4'38_ mit  Cinem Lk)oluu “VuOVlLu-
. |
(|.e_. Pr[E =T‘f'{| ; VEQ.Q)

Grundsikelich ordwet  PLD jeden Erelgnis eme peelle 244(

2.

|h Hass ischr W',:u“sﬂleon‘c_ (4 Seresher ), werdel
ilﬂr sehen , das Pr= 'P eme Fun':"l'oh

P:r—R isk,

Poverulb

vobey }—‘ = p(-()—) und 3 Bu*(irwn&t-\ (Axiohc Vo
kelhoaorw) E,rffu (\+ ( und ,P daenﬁu'b g{kfsu Red. Crfmu")

Fire dliese Vor(eswj ikt weiter wichkig,
Nl einfeds dieDf. 2.4 ous  dem Qeripl.

‘NI'OH’ r({lwﬂh" ﬁw* 0‘.‘2, Pr‘ﬁ,_u-hj



Definition 2.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist bestimmt
durch eine Ergebnismenge QO = {w;, w,,...} von Elementarereig-
nissen. Jedem Elementarereignis w; ist eine (Elementar-)Wahr-
scheinlichkeit Pr[w;] zugeordnet, wobei wir fordern, dass 0 < Pr{w;] <

1 und
Z Prlw] = 1. <

we

Eine Menge E C Q heisst Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit Pr[E]
eines Ereignisses ist definiert durch

Pr[E] := Z Pr(w].

wEE

Ist E ein Ereignis, so bezeichnen wir mit E:= O\ E das Komplemen-
tarereignis zu E.

‘V‘ O(J‘escf Vorlesl"‘g ik meistens ewl(;cln, T
aba&hl\nr— lAnem(licL. (80 t;locr‘alotilqumrth oueuﬁcm breken
Sd«-’er5g'cefl't'\ aut, Aic in dieser Vorltsunj hl'c“' 'oel-uhdd*
WCN\Ch.)

Bhlc-' th Vo“sl“t:ml-'st. (ma"\tmall‘wl‘c) De&ol'f'f'.!*'"& elhes
W'keilroumes i bei den Mmeisten An wendungen  rechl
umstondlich und lkorhpli ziert,

E_Sf. kmr'-enspn'el o 2we Spiele~ Jc s kar-h'.r\ erLaH‘eh.

Q = {XY)[X,YCCXNY=0,[X[=]Y]=5,
wobei C ={&, H,0, O} x {2,3,...,9,10,B,D, K, A}}.

Da ¢ ine Solok exp,isz Dar_sl-cllvng m}'\l\sws. Sein I(hhv\)
verzichhtk pon "li;'.u',;'j Aaronl.
All&?‘d‘ng& Solu’t S‘|’¢"§ Llarstl"\, wie el."‘l soche Dar,skuunj



i Prinzip amauschen hae.

A"“‘llol\ Vl‘(- LQI _Q |<Z>nm.~\ Wwir auc‘\ C'Ih Er(ism'.s inlerhell
(aber ea'mlwl—l'g) de_[. inleren.

BSP. E:-= N Sp-’eltn /l lu.'- q Abse.h

Gashatl E={(X,Y)e Q | X={(fi,w),...,(fs,ws)}
und wy = ... =wy = A}

Diese| infecrelle  Schrcbicise |komnen |win st
wit Polgb verwendea:

P{\ ['” Spfcler A hat ¢ Asee”

Platzhalke '.;,;,\ die lMC"&( E
Bedingte WGL?‘SOLQihll'oLLUI'

T

ln'}mil—;vf Zuba""é“d«( ’nPOFMhDhen |<Bnnen 0“0.
Wols-solieinbick-keiden  vera nole p

Definition 2.8. A und B seien Ereignisse mit'Pr(B] > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist definiert durch

Pr[A N B]

Pr[A|B] := PrB]

taoslide Erelgnisse ein-
geschrankt aul B.

Q.
W f\| Mlﬁl«(’f An"(:'l. ch-um I's#
ook in A 2

— Pr(AlR]



Brk: P-[81B] =1, PleiE]=0
Pr [Al 2= p.[A]
Hawlig bebrach b ton Pel 2.3 ja einer ande Forn:
Pr[A N B] = Pr[B|A] - Pr[A] = Pr[A|B] - Pr[B]. (2.1)
Dann Aet  Pr[R) 20 stin. (Lw. P-[A]20)

J)Vn li;nnen vic dies n-ml  erweitern und echulfen

Satz 2.10. (Multiplikationssatz) Seien die Ereignisse A;,..., A, ge-
geben. Falls Pr[A;N---NA,] >0 ist, gilt

Pr[A;,Nn---NA,] =
Pr[A;] - Pr[A,|Aq] - Pr[A3lA1 N Ay - PrlAqJAr NN AL

Vﬂh ((2 '4) Lt;m\cn Wic ancl l‘o‘yem‘e-\ SCLlussfo(jerh.

Satz 2.13. (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Die Ereignisse
(4)A1, ..., A, selen paarweise disjunkt und es gelte
Dann folgt

Pr[B] = Z Pr[B|A;] - Pr[A].
=

nalog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;, A;,... mit B C
Uz, Ay, dass

Pr[B] = Z Pr[B|Ai] - Pr[A;l.
=

Aus (4) Jolb AnB,A0B, . A.AB

Paar weise do'sjlmlcl‘.
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Z W~ E r‘l'nV\Erm\j :

Satz 2.3 (Additionssatz). Wenn die Ereignisse A;,...,A, paarweise
disjunkt sind (also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass A; N A; = 0),
so gilt

Pr [O Ai] =Y PrlAjl.
i=1 i=1

ur eine unendliche Menge von disjunkten Ereignissen A;, A;,... gilt
analog

Pr [G Al] — i PI[AI]

i=1



Aus den Safz de fohalen Wakesdelitked wa  (2.4)

pOl \_ Satz 2.15. (Satz von Bayes) Die Ereignisse A;,..., A, seien paarwei-
9 se disjunkt. Ferner sei B C A; U ..U A,, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.

Dann gilt fiir ein beliebiges i =1,...,n
Pr[A; N B] Pr[B|A;] - Pr[Ai]
Pl'[Ai B] = — n .
| Pr([B] 2 Pr[BIA] - Pr[Aj]
’Analog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;,Az,... mit B C
>, Ay, dass
Pr[A; N B Pr[B|A;] - Pr[A;
Pr[A,[B] — rl[AinB] _ ocJr[ |Ail - Pr[A{] .
\ Pr[B] > 2 Pr[B|Aj] - Pr[A]]

Wn a\ol'\bin1|'ﬁ ket

V'.P Dl[pl'm'crcn M"“l’l"o"ﬁgktll e [\"lﬂ'-
Definition 2.18. Die Ereignisse A und B heissen unabhangig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].

\ﬂ/('nn P P[B_)*O L5rw£n vic oy des DQF to(bemlcs
polgu‘m

Pr LAa R) = P-[A) P-lB]

P-lAAR])

> By, = PrIA) (Pr[l?] * o)
-~~~

P,

Dies,c. Dﬁplﬂll‘l‘m von uVl&LL&ngiaLef" I.Sl'
E\v‘uivalenl’ (<=?) ZW Dtl- 2.1, gw. P-(®) x0.
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Zeige® For 0<Pr[B]<4:
PlAB-P[0R] < AR wnedbhangig

Pr[é’S 1I>
%i i N S APATS
N— 17

Pr(R]) =0

Prlaas)= pelARR] o p
1—°r[R7)

PrLAaDT - (1- Petp)) = PrAa B ) P-1n]

Pel4a ) (A-PL#) — [pr-Ja) ~ALa~0D)- L)

PrlAa ] - Pr [ABIPIS) = P-TAIPCE)- P4 &) Pr(E]
Pr T4aRJ — RTA] PACR)



BSP e \/‘/Ir‘ tchea pine Jiaim, [M&nze_ Z’hul Nech einander.
Q= L( K, K)/ (K) 2); (zlk)l () 2)‘5

A:: : 4. War| 2206‘ kwﬁ " fe i(kll)/(k)k)})
B =

1 Wk 2eigh bk (= (K4, (2401)
CF "Dl' 2 Wirle Sind rxlafedeql' = 2 ¢,k )
¢ 2hide s osticen” (= § (1,2), (2,0

PelAab)- BlilWT )= £= 2§ =PI -Ps)
PelbaC)= 2 = -3 =P Al RO
P-lBaC)= G =3-3 = P[] - PeLc)

NS Ny

— A,b sied MnaLh";"b'.b- D;C‘ si-d u"“"l';"ﬁ"ﬁ'
A,L SiaA unthany'a-

ALCI‘: A, B,C 51nd \m‘cl.‘- uha\:l\ilnﬁi,,
lns besodere glt, less ttm 2 gickelen ; das 3. Ereignis
nich} einbrelen "ann, Aot Aq Bn(_""¢ _

= PelAalaQ =0 % £ = PTaY-Pi8) P

Paac\eist uuaLLﬁ-ng-'& kel ist nich}  ausreidewt,

Definition 2.22. Die Ereignisse A;,..., A, heissen unabhangig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit I = {i,,..., 1} gilt, dass

PI[Ai] AEEERS! Aik] = PI[Ai]] cee PI[Aik}. (22)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit i € N heisst unab-
hangig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.



AuQ Tﬁlt Mmengen tlloe/rrt;t(n / berechnen |<6m.l¢ e
ik Bitsheinge ([M'e he: Hanillon PP Wede O2 5e2:e-‘jl-)

Lemma 2.23. Die Ereignisse A;,...,A, sind genau dann unabhangig,
wenn fiir alle (s5,...,s,) € {0, 1}" gilt, dass

Pr[AS' N ---N A = Pr[AS'] - . Pr[Ash], (2.3)

wobei A? = A; und A! = A;.

Mk [t L&hme.

Lemma 2.24. Seien A, B und C unabhangige Ereignisse. Dann sind
auch AN B und C bzw. A U B und C unabhangig.

Bewris (Sicl'l(_ gL“J‘p'" §. ’(0))

B\r’l,(" A"sjunkL Q@ (Ay,q‘ol,.';,,j.b
Mﬂubh;nbn"tj Q@ dI.SJ.MHLI'



QMQ au sva~ l'&‘alﬁn

E;n& ZMMlSVurn'alalt. X id C;ruc Fm“‘u‘bn

X: Q—[R

l/tjn r p(ep.'m‘cre«\ (FMV‘ d-'s,:feh W'Lto’tsraw-—-c) a(en
Werl‘(_laef(’.n'cl; e;h(w —zlatﬁu.\[/an'auc-'

\/\/x‘ izem \ dwe ] mit )((w) =2 } (;/l X(_Q))
/ .
Bildrouum de Abbi Ll

BC;SPILL" Wir wer(!en eme po.;lﬂc VMJ"‘ZL 2"ha| b
Dﬂhn l':," _Q=il<,2]3

Die ZuM(svar.'aUe V loe}rﬁd\"& 0‘-.(’, éc.mm"anul‘l,oﬁer
Wulr-c:_ mit Eyﬁdm.; k' and quc.p(m't.'.hl dicse .
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‘
\/l/ e loﬂo o(en B€Sclwe|Luh5eh p{tr W ,<u|-_sraw..¢
haben sich auwds bei cen Zul-‘u“_suaniablu eim'je konven tionen
e,l'ngc.\oilrgenl-_

luel'S“th I‘Hl'el"e.ssiu‘eh Wir uns pur Erel'jnissc, wo o(ie 2upousvar{ulalc.
@l.hen sew-'ssen Weri’ p\hm'mrh]".

?._Bs)o.: E9=Zh}e-a‘ X(w)=33 (: X-Jl (lo))
-
lﬂleisjﬂns g;,l.reilae-« vir aber 'X=3' , (;nllu\i"llver)
= pr((—iﬂjr Pr[X=3]

e

Ahalog S,'CM"X—C‘ﬂ ! p&" A s greigm's D‘:zwe,QIX(w)éU3

P [ X-Y=2"]=Prliwve2) X()-Y(w)=23]
.Ml'\' Dll‘ES(’.r Ol’ﬁl’l’m kahhm w;r ﬂur jal(, Qzufau;[/an';.uc

Zwed F“ﬂlc"l"’heh ﬂlepl'm'erek:
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Vef‘ I‘ej lu hf,s(-{" wn H—.’m)
FiR— o), xt— 2 Prlx-4]
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Prl_’sz]




Baispfﬂ.(. qupﬂq'ae
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Pr(A)= P [Al6T: P-I) +P-[A|B T -P-(5]
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Wir méd«l‘em I"l(.;S"ehS €inen “chl.sc‘miﬂswul" c_-'mleu, den
&ihc, ZuI-ullsvan'aLlc anhip-n".

Definition 2.27. Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwar-
tungswert E[X] durch

BN 2P Wik, das
xXEWx SNe— .
sofern die Summe absolut konvergiert. Ansonsten sagen wir, dass der
Erwartungswert undefiniert ist.

_ . ) \ .
\n/w Crinhean uma, 0‘0!33 X:X Nur €éin P(c:l'% -
halke- ﬂ\;r olic Erciynis nenge

Ex = iwefl l X(w) = l (lgl'.

— Pr[)l-:x_]‘—- 2_ PAw) pe- Del. von Pfl—j L:W‘ lM‘”&"‘

weE,

= [E[x3 = 2 = *Prl)

xe\ﬂx WG—E,(
= 2. X X (w) - Pr[w)
xeW wek,
Da t)wex-':ﬂ U E—x n Ey =g ,(C.r X%gc\ﬁ/x
X EWx

Lemma 2.29. Ist X eine Zufallsvariable, so gilt:

EXl =) X(w)-Prlw].

weQ

Beispiel: Fir unee 2V Y mib 2=Tk23®
und Mmoot faic, oilh-



ELY) = 0-PrlY<0) +1- Py=4] + 4 P-Ly=47+ 9-A ty-5)
=0+ 1-Prl 8 (k,2,2), (262 (2,2, 01)
+4 Pl Tk k2),(624), (2,k,K)3)
5 Pe{l (kK K)]

=9 34 2 ,pa T8 _
st gri g3 T2

Fljl"‘ ZMHL\VD‘N'&LIC"\ X, 0(l‘€ Nnawr aup— I}Jo OLLL:lUlCM,
x: -[L"_b Mo
[E(x)= 2 Prxed) = s:. Pelx =]

gilk:

xea

da W SN, |
ES Vl"O(‘J'— cuch

Satz 2.30. Sei X eine Zufallsvariable mit Wy C N,. Dann gilt

o0

EX] =) Pr[X>il.

=1

Beweis:  Per (/l)

E(X]: %l Prrx =|'J = z i Pr[)\:l])

i=o 1=0 J“““

ug_r,

z { Pr[X=i]l-"—' z P.{Xéf)]
J=

j:&

A
I
¢_',.




(#) Un indexiens =
=

=1 1 =2 NnNewnce Su h'\‘t"l"”\sﬂl"ﬁﬂpl)la&

= —+
[PrO=13 | Prix=2) - Pr(x-4|. - - -
J‘:'?‘ Prix=2] i lPr [x=k)| . _ |
, k< ( '. f
[
\i‘-‘— k Pr()(‘=|<] ‘;L'
\\ R

\

Jllﬁn L»(herLc, 0(055 ol allc S Urimemden
=0 9'"‘4, 0“'- SIA‘MMC a.‘osolu{- kohverge.d' .‘s".

= Dl'ex Ur'\om‘nung Vef;-noler'|— dthzu(lalae Olus R%uUa‘l'
nichl.

Lihearl'}a" 6(15 Er‘war“lm&stverl‘cs

WW\ korhm.' de widni‘-'gsh (prwwl, warum  wie meik licber
it elner Summe von simpleren 2ulllsvariablen rednen,
M(S ik einer el'nll'gut '(on. exeren Zul:ﬁ“svarl'a\ole_

Satz 2.33. (Linearitdt des Erwartungswerts) Fiir Zufallsvariablen
Xiyeey Xpund X := a1 Xy + ...+ a X, + b mit a;,...,a,,b €R gilt

EX] = a1EX3] +... + a.E[X.] + 1.

Be_w_s Pe- Lorna  2.23 (siel»e OLv\)



folgh: X )= 2 x() Peli)

() = 2, (aXlde oo X )L}l
= z aq)(,,(w) Pr[w]4

we 2

= oy EX]r.. +a,[EB] + b 1

+ S a X, WPl) + 3 b P)
(" X¢] wed

Dl'& L;nwm'té{‘— 911‘} N 'Jco'ev-\ Fedl . ObL X,.,..,, X
ab ‘r\;\h&ib oder tinabhangy sind, sw‘t“' keine Rolle',?

Dasm_gen ist diese Eigensdwll o iberesant V

Ind‘ko\"vrlmn'o\‘alen

Beobachtung 2.35. Fiir ein Ereignis A C Q) ist die zugehorige Indika-
torvariable X, definiert durch:

1, fallsweA
Xalw) := {

0, sonst.

Fiir den Erwartungswert von X, gilt: E[XA] = Pr[Al.

Eine komp({a'ukra 2uM(smrth(_ als Sumre von

Wd«r‘mn Cin r—ul\f-mn |hd|' kc\']'arvaw‘alolzh Aarzw.sld(m ,
(oso LthlW Rrobleme p(éf'zll‘da— einfucdh ersdieinen.,



[2e l'3|a|'e_( : Skdae Men 1gen

FQMa( 1

(N <\ ik shabi(
<~

GIE) enthalt
keive Konten

stabile Menge # Knoten, die nicht durch Kanten
verbunden sind

Rahc(orﬂn}.l‘er"er A,gOrf“\hm h."" 2 Schvitten.

4- Fw C‘eﬂ‘tn khb"eh VGV’ pa&en wir l.l‘\h hl."
Wuhrsc‘\dh‘nﬂ\ku" P 2n S hinzu.

2. Far alle k(.m"ln hocks 1 G(&_J eu'l‘lerheh wir
emen D(er Le-‘o'eh khvic“ aug A\

Se-’ XV ~ "Veg nad, A 1. Schritt" eine \hol;Lal-oﬂ/am'c.“c
pl;r\ alle l/érl/ und X = E;—, xv S (x ="khoh-. 1h £ hadk 1. Sd~ilt ")
ve

Fl:r‘ eine 'DCII‘CLl'st kpm"ﬂ. €= i_u,v?e E, pl(’;p:hl'trem wir eire
I”d“:a"Or‘Van'nuc Ve’ — E /l l'L XU\:KV =4

O else

g(l. a(so Y: E Ve. Ol"t AhzaLl kaul'eh In GtS—J noch dem
A. San'H’.

\SQI. T ':"Ah'lﬁl-l kha"cn " S hoach loﬂ'dth Sch'Hu. ".

T> x-Y = E&] = EXI-EV)



Elx) == Blel=2 p= pry
S
= [Els]> Hp)= vp = mp?
p|(l’): h - 2qmp

QI(P)‘: o0 fu- p= o
D& ﬁll( )" —2"" <O |ﬂu|’ p(k) ein Mcximun,

fir p= o= .

= [E(s)> -——-'\"‘ o L aEr il UG
(5 2 4 An 4 1

(L:;.» p= ;:)
\,./c_m/\ 6 O(”thu(bir (V“-'_‘h'%_—)
Els)> 3.9= 7x
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2 wr Ef‘l.hheruhﬂ .

~ F‘:‘l" Linc Zut-augvarn‘a!,le_ X Q—|R-

Di‘“@“""“”"; px “() = Pr [X-‘=,<]
V€r|‘¢|lu pL.hLLh F— “() Pr X‘-'(]

X~ Rernoulls ()o)

'< { L'Ar‘ k=1 P (x~
rﬁx( \ 1-p fur k=0 frgz 0/1]7,.,/_

SonS

EO3= Apt 0 fy) = p

Varlxd= E(x*)— [E 1)
s (/‘q-' pt 01‘("‘1«)) ~ P
= pp=r (1)



In"v\;"ion'- Eire lo;noh-‘u!verhiut Zulallevaciolle ist eine  Summe yon
n Ulr\alol/lah\tl-beh |oerho~|“|'v¢rhi”eh ZM"‘““SVQN.&MCH

mit gleider W keit .

" (,( {( Pk -U-)"F  0< k<n, keN, P-Ge=k)

Sonsh

(\Voh Hal- X = ?ﬂ i pul X; Bg,(,,) Vield ,_._,,3‘
ED)=E (%)= 2 EX)=np

per Linewribit des Bvivorbungsredes.
[x; unc.u';-ugig
VOlr' [X_Jz Var( ,i:/.)(’) = é Var ()(u) = h o l/l'"P)
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pAEEE
Pok-enareihen entwicklung —
vor €%, Siche Analysis.
Var X 1= [E (xY) - E(X)°
— B (XI) | )\1
= TeRe) oy (da b
— f lt‘e,——)"}.ﬁ- "'XL
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‘X"'G@(P) I
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Satz 2.45. Ist X ~ Geo(p), so gilt fiir alle s,t € N:

PrIX>s+t| X >s] =Pr[X > t].
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Aufgabe 1 — Verteilungen

(a) Alice und Bob werfen abwechselnd eine Miinze. Wer zuerst “Kopf” wirft, gewinnt. Da Alice
anfingt, darf Bob eine gezinkte Miinze nehmen, die mit Wahrscheinlichkeit 1/2 < p < 1
“Kopf” zeigt. Die Miinze von Alice ist hingegen fair. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Alice gewinnt? Kann man p so wahlen, dass das Spiel fair wird?



(b) Sei X ~ Bin(n,2/n) eine Binomial-verteilte Zufallsvariable.
(i) Berechnen Sie Pr[X = 3] fir n = 5, 10, 50, 100, 500.

(ii) Sei X’ ~ Poi(A). Wie miissen Sie A wiihlen, so dass X und X’ anniihernd gleich verteilt
sind (fiir n — o0)? Berechnen Sie Pr[X’ = 3] fiir dieses spezielle A.




